
C¶ALCULO INFINITESIMAL
Primer curso. Examen extraordinario de Febrero. 9 de Diciembre de 2009.

APELLIDOS...................................................................................................N¶UMERO...........
NOMBRE...........................................

Primera pregunta. Cada uno de los apartados se cali¯car¶a de 0 a 2 puntos. Un error considerado
muy grave en alguno de los apartados puede hacer que la cali¯caci¶on global de la pregunta sea 0 puntos.

Responda breve y razonadamente

1. Obtener de forma exacta las ra¶³ces de la ecuaci¶on x2 + ix+ 1 + 3i = 0.

x =
¡i§

p
¡1¡ 4(1 + 3i)

2
=
¡i§

p
¡5¡ 12i

2p
¡5¡ 12i = a+ib ) ¡5¡12i = a2¡b2+2abi ) a2¡b2 = ¡5; 2ab = ¡12 ) a4+5a2¡36 = 0

y asi a2 = 4 o a2 = ¡9 que no es v¶alida ya que a es real. Asi,
p
¡5¡ 12i = §(2¡ 3i). Se sigue que

x = 1¡ 2i, x = ¡1 + i.

2. >Cu¶antas ra¶³ces reales tiene la ecuaci¶on 4x3 + 2x+ ex
3

= 0?

Sea f(x) = 4x3 + 2x + ex
3

. Como f(0) = 1 > 0 y f(¡1) = e¡1 ¡ 6 < 0, al menos tiene una ra¶³z.

Como f 0(x) = 12x2 + 2 + 3x2ex
3

que es siempre positiva, f es creciente y tiene como m¶aximo 1
ra¶³z. Se sigue que tiene una y s¶olo una ra¶³z.

3. Supongamos que an > 0 para todo n y que la serie

+1X

n=1

nan converge. Decidir cu¶ales de las siguientes

implicaciones son verdaderas y cu¶ales falsas. Argumentar en cada caso.

(a) La serie
+1X

n=1

n®an converge si ® < 1. Como lim
n!+1

n®an

nan
= lim

n!+1
n®¡1 = 0 si ® < 1, la serie

es convergente.

(b) La serie

+1X

n=1

(¡1)nan converge. Como

+1X

n=1

nan es convergente, y an < nan, la serie

+1X

n=1

an es

convergente. Por tanto
+1X

n=1

(¡1)nan converge absolutamente.

(c) La serie

+1X

n=1

a2n converge. Ya hemos visto que

+1X

n=1

an es convergente. As¶³, limn an = 0 y, por

tanto, an < 1. Se sigue que a2n < an. Asi

+1X

n=1

a2n <<

+1X

n=1

an y es convergente.

(d) La serie

+1X

n=1

an

an+1
converge. Como lim

n!+1

an

an+1
= 1, la serie es divergente.



4. Sean f y g dos funciones de¯nidas en el intervalo (¡1; 1), f 2 C(1(¡1; 1) y g 2 C(2(¡1; 1). Supon-
gamos que f(0) = f 0(0) = 0 y g(0) = g0(0) = g00(0) = 0. De los siguientes l¶³mites, calcular los que
sea posible y justi¯car en caso de ser imposible el c¶alculo con los datos que se tiene.

(a) lim
x!0

f(x)

x
= f 0(0) = 0.

(b) lim
x!0

g(x)

x2
= lim

x!0

g0(x)

2x
=
g00(0)

2
= 0.

(c) lim
x!0

f(x)¡ g(x)
x2

. Como lim
x!0

g(x)

x2
= 0, todo depende de lim

x!0

f(x)

x2
. Si tomamos f(x) = x2 si

x ¸ 0 y f(x) = ¡x2 si x < 0, el l¶³mite no existe.

(d) lim
x!0

f(x)g(x)

x3
= lim

x!0

f(x)

x
lim
x!0

g(x)

x2
= 0.

5. Dada la integral doble

Z 1

1p
2

dx

Z x2

p
1¡x2
2

f(x; y) dy dibujar el dominio de integraci¶on, y cambiar el

orden de la misma.

y=x2

x2+2y2=1

dominio

2

1

Z 1

2

0

dy

Z 1

p
1¡2y2

f(x; y) dx+

Z 1

1

2

dy

Z 1

p
y

f(x; y) dx
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Segunda pregunta. Un error considerado muy grave puede hacer que la cali¯caci¶on global de la
pregunta sea 0 puntos.

Sea 0 < a < 1. Considerese la funci¶on

F : [0; 1)! R F (x) =

Z x

0

t(t¡ a)p
1¡ t

dt

1. Hallar los extremos locales de F en (0; 1). (3 puntos.)

2. Estudiar, seg¶un los valores de a, la existencia de m¶aximo y m¶³nimo absolutos de F , determinando
el punto, o puntos, donde se alcanzan. (7 puntos.)

1. F 0(x) =
x(x¡ a)p

1¡ x
. Igualando a 0, se tiene que, en el intervalo abierto (0; 1), s¶olo se anula en x = a.

Como F 0 < 0 en (0; a) y F 0 > 0 en (a; 1), F tiene en a un m¶³nimo local y absoluto.

2. Como tiene en a un m¶³nimo absoluto y no hay m¶as puntos cr¶³ticos, debemos estudiar el compor-
tamiento de F al tender x a 1. Se trata de una integral impropia en este extremo y asi hay que
hallar lim

x!1
F (x). Con el cambio de variable 1¡ t = u2 se tiene

F (x) = ¡
Z p

1¡x

1

(1¡ u2)(1¡ u2 ¡ a)
u

2u du =

= 2

·
1¡ a+ a¡ 2

3
+

1

5
¡ (1¡ a)

p
1¡ x¡ a¡ 2

3
(
p
1¡ x)3 ¡ 1

5
(
p
1¡ x)5

¸

As¶³, lim
x!1

F (x) =
4

3

µ
4

5
¡ a

¶
. Si a ¸ 4

5
, el l¶³mite es · 0 y el m¶aximo absoluto se alcanza en x = 0 y

vale F (0) = 0. Si a <
4

5
, el l¶³mite es positivo. El m¶aximo corresponder¶³a a x = 1 que no pertenece

al intervalo. Por tanto no se alcanza.
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Tercera pregunta. Un error considerado muy grave puede hacer que la cali¯caci¶on global de la
pregunta sea 0 puntos.

Se considera la serie de potencias

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n
xn+1

1. Hallar el intervalo de convergencia. (1 punto.)

2. Estudiar la convergencia en los extremos de dicho intervalo. (2 punto.)

3. Comprobar que la funci¶on f(x) = (x¡ 1) ln(1¡ 2x)¡ 2x es la suma de la serie en dicho intervalo.
(5 puntos.)

4. Sumar
1

2

+1X

n=2

(¡1)n+1 n¡ 1

n2 + n
. (1 puntos.)

5. Sumar
1

2

+1X

n=2

n¡ 1

2n+1(n2 + n)
. (1 puntos.)

1. lim
n!+1

2n(n¡1)
n2+n jxjn+1
2n¡1(n¡2)

(n¡1)2+(n¡1)x
n

= lim
n!+1

2jxjn¡ 1

n¡ 2

(n¡ 1)2 + (n¡ 1)

n2 + n
= 2jxj < 1. Se sigue que el intervalo

de convergencia es

µ
¡1

2
;
1

2

¶
.

2. x = ¡1

2
)

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n
xn+1 =

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n

µ
¡1

2

¶n+1
=

1

2

+1X

n=2

(¡1)n+1 (n¡ 1)

n2 + n
, que es alter-

nada y por el criterio de Leibnitz, es convergente.

x =
1

2
)

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n
xn+1 =

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n

µ
1

2

¶n+1
=

1

2

+1X

n=2

(n¡ 1)

n2 + n
, y es divergente (Pring-

sheim). Asi el intervalo es

·
¡1

2
;
1

2

¶
.

3. Distintas formas de resolverlo:

² Desarrollando: Si g(x) = ln(1¡2x), entonces g0(x) = ¡2 1

1¡ 2x
= ¡2

+1X

n=0

(2x)n = ¡
+1X

n=0

2n+1xn )

g(x) = ¡
+1X

n=0

2n+1xn+1

n+ 1
+ C. Como g(0) = 0, C = 0 y asi g(x) = ¡

+1X

n=0

2n+1xn+1

n+ 1
. Se sigue

que

f(x) = (x¡ 1)

Ã

¡
+1X

n=0

2n+1xn+1

n+ 1

!

¡ 2x =

+1X

n=0

2n+1

n+ 1
xn+1 ¡

+1X

n=0

2n+1

n+ 1
xn+2 ¡ 2x



Simpli¯cando y cambiando los ¶³ndices en el segundo sumatorio,

f(x) =
+1X

n=1

2n+1

n+ 1
xn+1 ¡

+1X

n=1

2n

n
xn+1 =

+1X

n=1

µ
2n+1

n+ 1
¡ 2n

n

¶
xn+1 =

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

(n+ 1)n
xn+1, ya que

el primer sumando vale 0.

² Sumando: Sea

f(x) =

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n
xn+1 =

1

2

+1X

n=2

(n¡ 1)(2x)n+1

n(n+ 1)
=

1

2

+1X

n=2

(
2

n+ 1
¡ 1

n
)(2x)n+1

Separando en dos partes dicha serie se tiene

g(x) =
1

2

+1X

n=2

2
(2x)n+1

n+ 1
= 2

+1X

n=2

Z
(2x)ndx = 2

Z +1X

n=2

(2x)ndx = 2

Z
4x2

1¡ 2x
dx

) g(x) = ¡2x¡ 2x2 ¡ ln(1¡ 2x) + C

Como g(0) = 0 ) C = 0 ) g(x) = ¡2x¡ 2x2 ¡ ln(1¡ 2x)

h(x) = ¡1

2

+1X

n=2

(2x)n+1

n
= ¡

+1X

n=2

2x

Z
(2x)n¡1dx = ¡2x

Z +1X

n=2

(2x)n¡1dx = ¡2x
Z

2x

1¡ 2x
dx

) h(x) = ¡2x[¡x ¡ 1

2
ln(1¡ 2x) + C]

Como h(0) = h0(0) = 0 ) C = 0 ) h(x) = 2x2 + x ln(1¡ 2x)

Y por lo tanto,

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n
xn+1 = ¡2x¡ 2x2 ¡ ln(1¡ 2x) + 2x2 + x ln(1¡ 2x) = (x¡ 1) ln(1¡ 2x)¡ 2x

4. Si x = ¡1

2
)

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n
xn+1 =

+1X

n=2

2n(n¡ 1)

n2 + n

µ
¡1

2

¶n+1
=

1

2

+1X

n=2

(¡1)n+1 (n¡ 1)

n2 + n
=

= f

µ
¡1

2

¶
= 1¡ 3

2
ln 2.

5. De forma similar, la serie corresponde a x =
1

4
y su valor es f

µ
1

4

¶
=

3

4
ln 2¡ 1

2
.
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Cuarta pregunta. Planteamiento de la o las integrales necesarias, incluyendo posibles cambios de
variable, hasta 5 puntos. Resoluci¶on efectiva de la o las integrales, 5 puntos. S¶olo se cali¯car¶a la segunda
parte si la primera ha sido realizada correctamente. Un error considerado muy grave puede hacer que
la cali¯caci¶on global de la pregunta sea 0 puntos.

Hallar la masa de la placa f(x; y) jx2 + y2 · 4; x2 ¡ 4x + y2 + 3 ¸ 0; x ¸ 0; y ¸ 0 g, siendo la
densidad ±(x; y) = y senx.

x=7/4

4

15

Plantearemos la integral como diferencia de dos: La primera zona (A) es la comprendida debajo de

x2 + y2 = 4 hasta x =
7

4
, y la otra (B), bajo x2 ¡ 4x+ y2 + 3 = 0 y desde x = 1 hasta x =

7

4
.

m =

ZZ

A

y senx dx dy¡
ZZ

B

y senx dx dy =

Z 7

4

0

senx dx

Z p
4¡x2

0

y dy¡
Z 7

4

1

senx dx

Z p1¡(x¡2)2

0

y dy =

=
1

2

Z 7

4

0

(4¡ x2) senx dx¡ 1

2

Z 7

4

1

(4x¡ x2 ¡ 3) senx dx

Con una elemental integraci¶on por partes se tiene queZ
x senx dx = senx¡ x cos x

Z
x2 senx dx = ¡x2 cosx+ 2(x senx+ cos x)

y aplicando la regla de Barrow,

m = 3¡ 2 sen
7

4
+ sen 1¡ cos 1.


